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Normas particulares de vectores: dentro de las normas mas representativas
para los vectores se destacan la norma 1, 2 e o, las cuales se definen a
continuacion:

lx|l; = X,Ix;| ; define la norma-1 de un vector, vx € C" (4)

1
lxll, = L, x?)?; define la norma-2 de un vector, Vx € R",  (5)

la ecuacion (5) también se puede definir como v x%x;

por otro lado (6) muestra que:

(X, x?)2; esto es Vx*x; Vx € C" (6)

|||, = max|x;| ; define la norma infinita de un vector, vx € C*.  (7)

Il
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Norma-2, también llamada Norma Euclidiana de un vector. Por ejemplo, en la
Figura 1 se aprecia la forma de calcular la longitud o norma de un vector u € R?

y v € R3 con la aplicaciéon del teorema de Pitagoras. Lay et al (2011).

u = (x.y)

-~ W

Figura 1. Representacion grafica de la Norma Euclid  iana
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Normas particulares de matrices: dentro de las normas mas representativas

para los matrices se destacan la norma 1, 2 e «, las cuales se definen en:

|All; = max Z{nsjsnj=1|aij |, define la norma - 1 de una matriz. (12)
|All,, = max erstmj=1|aij |, define la norma - o de una matriz. (13)
Al = meﬁ;('l'é"", (Para A € C™" x € C™1) (14)
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Transformaciones Lineales: sea T una transformacion lineal (T.L.) o un mapeo

de X'a Y, con Xy Y dos espacios vectoriales. Con xeX y yeY, si se asocia a
cada elemento de X un unico elemento de Y. Entonces, T es una T.L. si

satisface (18)

(ax + By) = aT(x) + BT(X) (18)
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La norma — 2 de una matriz, se define por norma inducida, la cual se deriva de la
norma de vectores, para este caso se tomara el vector Ax, y x permitira definir la
norma matricial; cuya caracteristica principal es realizar una transformacién

lineal para efectuar este calculo, ademas la norma — 2 de x, debe satisfacer que

|A]l. = 1. Esto con el objetivo de que la ||A]|;, se determina como se muestra en

(15) y (16).
llaxl
IAll, 2 > (15)
IAIl, = maxiAxl: (16)

Otra forma de determinar la norma — 2 de una matriz, es
calculando los valores propios de la matriz AT A, con
AeR™*" y AT es la matriz transpuesta de A, luego la
norma sera la raiz cuadrada del maximo de los valores
propios del polinomio caracteristico, asociados a dicha

matriz.
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Norma — 1 de un vector: segun el concepto expuesto en preliminares
matematicos, es la suma de los valores absolutos de los elementos

pertenecientes a un vector v.

Ejemplo 1: seav € R3, con v = [4,0,—5]T.
Luego, aplicando el concepto de norma — 1 se tiene que la suma de los valores
absolutos de los elementos de v es ||A|l1 = |4] + |0] + |—5| = 9.
Por otro lado, el conjunto de vectores v € R® que en particular cumple la
condicién mostrada en (20)

®p = Vllvllp =1}, P =1 (20)
Son todos los v, cuyo maximo valor absoluto de sus elementos sea 1, es decir,
tengan longitud unitaria y para el caso de R3 son los mostrados en (21).

vV = {[£1,0,0],[0,%£1,0],[0,0,x1]} (21)
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Fuente: MEYER et al (2001)

Figura 2. Representacion grafica del conjunto ®@p = {v||v||p = 1},P =1

Por tanto, la norma — 1 se representa por el conjunto de vectores los cuales se

mapean en un octaedro como se muestra en la Figura 2.
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Norma — 2 de un vector: segun el concepto expuesto en preliminares
matematicos, es la raiz cuadrada de la sumatoria de los cuadrados de los

elementos del vector. Lay et al (2011).

Ejemplo 2: Seav € R3, conv = [4,0,—5]T
Retomando el concepto de la norma — 2 se tiene que (22) entrega el resultado

siguiente:

llxll, = /(4)? + (4)? + (—5)% = V41 (22)
Analogamente a la norma — 1, el conjunto de vectores v € R3que en particular
cumplen la condicidon mostrada en la ecuacion 23.

®p = (vIvllp = 1},P = 2 (23)

Son todos los v, que cumplan con ||v||; = /(X)? + (¥)? + (z)? = 1, es decir,
tengan longitud unitaria y para el caso de R3? son todos aquellos que describen
(24).

x24+y2+z2=1 (24)
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Fuente: MEYER et al (2001)
Figura 3. Representacion grafica del conjunto ®p = {x||x||[p = 1},P = 2
Por consiguiente, la norma — 2 se representa por el conjunto de vectores los

cuales se mapean en una esfera como se muestra en la Figura 3. Lay et al
(2011).
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Norma — o de un vector: segun el concepto expuesto en principios

matematicos, es el elemento perteneciente a un vector v cuyo valor absoluto es

el maximo. Lay et al (2011).

Ejemplo 3: Seav € R3, conv = [4,0,—5]T
Luego, aplicando el concepto de norma — o se tiene que el maximo del valor

absoluto de los elementos de v es ||v]|.. = max[|4],|0|,|—5|] = 5.

Pp = {v|lv]lp =1}, P = oo (25)

Por otro lado, el conjunto de vectores v € R3que en particular cumple la
condicion descrita en (25) son todos los v, cuyo maximo valor absoluto de sus
elementos sea 1, es decir, tengan longitud unitaria y para el caso de R3 son:
V =
{[£1,0,0],]0,%+1,0],[0,0,+1],[+1,+1,+1],[+1,+1,0],[£1,0,+1],[0,+1,+1]}

Ph.D. (e),M.Sc.,|.E. Mario Arrieta Paternina, M.Sc. Edgar Arturo Renddn Palacio, Ph.D (e) Rafael Herndn Mira Pérez -Institucién
Universitaria Pascual Bravo - IUPB



' \ :
@ INSTITUCION UNIVERSITARIA | TECNOLOGIA, INNOVACION

PASCUAL BRAVO | CULTURAY VIDA.

A —
-
o

-

Fuente: MEYER et al (2001)

Figura 4. Representacion grafica del conjunto ®p = {v||v|p = 1},P = o

Por tanto, la norma — oo representada por el conjunto de vectores, los cuales se

mapean en un cubo como se muestra en la Figura 4. Lay et al (2011).
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Norma - 1 de una matriz: segun el concepto expuesto en preliminares
matematicos, es el maximo de los valores absolutos de la suma de las columnas

de una matriz.

Ejemplo 4: Sea A € R™™", con A = %[g _\/15] al aplicar el concepto se tiene en
(27):

IAll; = max [= (3] + [0] + |-1] + |[V8])] ~ max [3(3,0;3,83)] ~ 2,23. (27).
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Norma — 2 de una matriz:, es la raiz cuadrada del maximo de los valores
propios asociados al polinomio caracteristico obtenido de hacer la matriz
ATA — Al singular, es decir, det(ATA — AI) = 0, con A € R™*" |os valores propios
de ATA. El polinomio caracteristico se halla al multiplicar los elementos de la
diagonal principal de la matriz resultante al aplicar el proceso de eliminacion
gaussiana por escalonamiento a la matriz ATA — AlI, y sus valores propios se
determinan haciendo cero tal polinomio, es decir calculando sus raices. Lay et al
(2011).

Ejemplo 5: Sea A € R™*" con A = %[3 _\/15 , al aplicar el concepto se tiene en
(28):

3—-1] 1[3 0 10 3—-2 —1
ATA — 1=i_[ —[ ]— ~ ATA — Al =
M=%l v3l*®l-1 v8 )‘*[0 1] A [—1 3—1]

(28)
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Para obtener el polinomio caracteristico se debe diagonalizar la matriz ATA — AlI,
lo que se obtiene a través de un proceso de eliminacion gaussiana (ATA —

Al) — U, mostrado en (29)

-1 3—-2

U=]1 0 —1+3-22

(29)

Luego, se muestra que U es singular det(U) = 0 y se encuentra el polinomio
caracteristico asociado a (ATA —Al) y se iguala a cero, es decir —1*(—1+
(3—-2)%) =0, entonces, las raices del polinomio son A=2,AA=4, asi
Amin = 2N, 2, \ Apax = 4.

Siguiendo con la definicion de norma — 2 para matrices se tiene en (30):

|All2 = 2, Amax = V4 =2 (30)
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Norma — o de una matriz: es el maximo de los valores absolutos de la suma de

las filas de una matriz. Lay et al (2011).

. ] mxn _ 1 3 -1 . :
Ejemplo 6: sea, A € R™*" con A = ﬁ[o Va8l al aplicar el concepto se tiene en

(31):
IA]l., = max [%(B' +|—1[;10] + [V8|)] ~ max [%(4, 0;2,83)] ~ 2,31.
(31)
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Representacion Grafica de la Norma — 1: en la Figura 5. Se observa de forma

grafica uno de los subconjuntos de vectores de R3, en el cual se cumple que la
Norma — 1 de todos sus elementos es igual a 1. La que denota un Octaedro,

segun lo propuesto en analisis del problema.

0.5

-0.5 ]

-1
' os 5 5 05 !
x 05 T 05 y

e  Octaedro(Norma-1) {

Figura 5. Representacion grafica de un conjunto de vectores de R3, con Norma —
1igual a 1.
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Representacion Grafica de la Norma — 2: en la Figura 6 se observa de forma

grafica uno de los subconjuntos de vectores de R3, en el cual se cumple que la
Norma -2 de todos sus elementos es igual a 1. La que denota una esfera, segun

lo propuesto en el analisis del problema.

» Esfera(Norma-2) {

Figura 6. Representacion grafica de un conjunto de vectores de R3, con Norma —
2igual a 1.
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Representacion Grafica de la Norma — o: en la Figura 7. Se observa de forma
grafica uno de los subconjuntos de vectores de R3, en el cual se cumple que la

Norma —co de todos sus elementos es igual a 1. La que denota un Cubo, segun

lo propuesto en el analisis del problema.

0.5.
Z 9

-0.5.

'1 = ‘1

! 0.5 :

b 0 - 0
- -0.5 - X

cubo(Norma inf) { Y -1

Figura 7. Representacion grafica de un conjunto de vectores de R3, con Norma —
o iguala1.
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Representacion Grafica de las Normas de Vectores: en la Figura 8 se
observa de forma grafica los tres subconjuntos de vectores de R3, en los cuales

se cumple que la Norma 1, 2 e o de todos sus elementos es igual a 1. La que
denota la TRIADA de MAPED, segun lo propuesto en el analisis del problema.

1 _l
i om0
: 4&‘4 ol i ‘::" 7
L 5 s - e
05 Py i
. =1 Y i s pe ‘-‘J'
dom .
: iy R
i 2 S
I & M T
: i i,
. 5:' W 3
: e H L i
| Bk M Tl
! {\9 e ﬁ "-' J
: Yy & L b o T ‘.‘*“ :‘.
D 5 -: “‘3‘,‘. é +td s -d‘ .,“ 4.',1
I qor e e
| s Th W s
: AR Jier
: el Hmwn o N
_1 ,:—‘-_—-- _____ . o 1
1 Ds Ty R — D
5 0 05 1 - :
Cubo(Morma inf) i
+  Octaedra(Maorma-1)
+  Esfera(Morrma-2)

Figura 8. Representacion grafica de la TRIADA de MAPED de un conjunto de

vectores de R3, con Norma 1, 2, e « iguales a 1.
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Representacion Grafica de la Norma — 2: en la figura 9 se observa de forma
grafica la Norma — 2 de una matriz A, particular perteneciente a R3*3, obtenida a
partir del concepto de norma inducida. Queda para verificacion del lector que el
maximo y el minimo valor singular de la matriz A'A, son los ejes mayor y menor

del elipsoide, respectivamente.

-10 4

-15 )
020 10

e Elipsoide(Norma -2) { Y

Figura 9. Representacién grafica de la Norma - 2 para una matriz particular de
RSXB.
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