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Objetivos:

e Obtener el modelo matematico de un
sistema mecanico de traslacion, lineal e
Invariante de orden superior.

* Implementar en Matlab y Simulink
diferentes métodos de simulacion para
analizar el comportamiento del sistema a
partir del modelo obtenido.
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Sistema Mecanico de Traslacion
Caracteristicas y parametros del sistema mecanico

K

M,
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u(t) fuerzay Y(t)velocidad
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Sistema Mecanico de Traslacion
Variables a lo largo — Variables a través

.Kgm

variable a través: fuerza [:] NeWton:
2
S
m
variable a lo largo: velocidad [:] —
S
Pardmetros

K
Resorte K[:] S—gg Amortiguador B[:] @ Masa M [:] Kg
S
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Modelo Matematico
Simplificaciones en el planteamiento del modelo.

En este trabajo se obtiene el modelo matematico lin  eal e invariante,
de parametros concentrados, de un sistema mecanico de traslacion
de segundo orden con componentes de masa, resorte y

amortiguador. El modelo se simplifica considerando movimiento
unicamente en un plano y la ecuacion diferencial de | modelo se
obtiene aplicando leyes fisicas para plantear unae  cuacion de
equilibrio dinamico de fuerzas que incluyen la fuerza Inercial que

presenta una masa a ser desplazada.

El analisis de este tipo de sistemas dinamicos que se representan
con este tipo de ecuaciones es muy comun en Cursos como
Sistemas y Sefales de Tiempo Continuo y Sistemas Au  tomaticos
de Control. Para poder aplicar técnicas clasicasd e control
automatico, se debe tener el modelo del sistema
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Modelo Matematico
Ecuaciones de equilibrio.

Son relaciones de variables a través

u(t)—>

M,

- fﬂ'ﬁ (t)

X(t) = fy, (0 = fi (1) =0

[i(t) —>

M,

(- 1e(M)-1,,0=0

f, (t) representa lainercia de la masa a ser movida
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Modelo Matematico
Ecuaciones de compatibilidad.

Son relaciones de variables a lo largo

v, (t) ’—b ’—> U, (t) |—> B(t) = v, (t) = y(t)

K B
Ve () =vy ) =vy, @) Va(t) =Wy, () = y(1)

el resorte presenta una velocidad relativa
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Ecuaciones descriptivas

Relacionan variables a lo largo y a través

f =K [v (A)A v, (1) = i dfgt(t)
fo 1) = Ky (1) Vo(0) = fol)

_ o dfy (t) vM(t):ith(A)d/l
=M= 'Vl_[o
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Modelo Matematico
Representado en ecuacion diferencial.

+
D3 +£ D2 + K(Ml MZ) D + KB y(t) — K U(t)
MZ MlMZ MlMZ MlMZ

Sistema de orden 3
3 elementos que almacenan energia

Los elementos mecéanicos que almacenan energia:
Masas y resortes
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Modelo Matematico
Obtencioén de la ecuacioén diferencial con Matlab

syms M1 M2 K B xt yt VM1 VM2 VK VB D

ecnl= (M1*D*VM1)+ (K*((1/D)*VK))-xt;

ecn2= (B*VB)+ (M2*D*VM2)-(K*(1/D)*VK);

ecn3= VM1-VM2-VK;

ecnd= VM2-yt;

ecns= yt-VB;
s=solve(ecnl,ecn2,ecn3,ecn4,ecn5,Yt,VM1,VM2,VK,VB);
a=s.Yt

f=simplify(a);

pretty(f)
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Modelo Matematico
Representado en funcion de transferencia.

K

M. M
H(s) = 2
S3+£ 2+K(M1+M2)S+ KB
Mz Mle Mle

dependiendo de los valores de los parametros

se tienen diferentes tipos de respuestas
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Modelado matematico
Calculo de los valores de los parametros con Matlab

syms K B M1 M2

ecnl=B-1

ecn2=(B/M2)-3
ecn3=((K*(M1+M2))/(M1*M2))-4
ecn4=K*B/(M1*M2)-2
s=solve(ecnl,ecn2,ecn3,ecn4,B,M1,M2 K);
b=s.B

ml=s.M1

m2=s.M2

k=s.K

b=1 ml=5/3 m2=1/3 k=10/9
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Modelado matematico
Reemplazando los valores de los parametros

2
H(S) =
() S +35° +45+2

Obtencidn de la funcion de transferencia con Matlab
num=[0 2];

den=[1 3 4 2],

sys=tf(num,den)

Calculo de las raices de la ecuacion caracteristica con Matlab
roots(den)
ans = -1.0000 + 1.0000i -1.0000 - 1.0000i

-1.0000
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Respuesta del sistema
Respuesta del sistema ante una entrada escalon con Matlab

step(sys)

Step Response

Amplitude

Time (sec)
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Respuesta del sistema
Respuesta del sistema ante una entrada escalon
calculando transformada inversa de Laplace con Matla b

syms s yt
Hs=2/((s"3)+(3*(s"2))+(4*s)+2)
Ys=(2/((s"3)+(3*(s"2))+(4*s)+2))*(1/s)
yt=ilaplace(Ys)

yt = 1+exp(-t)*(cos(t)-sin(t))-2*exp(-t)

para graficar la y(t) calculada con Matlab
t=[0:0.01:3];
Yt=eval(yt);
plot(t, Y1)



’:| :‘ Universidad
| U??B '

Pontificia Modelaje y Simulacion

b Bolivariana

de un Sistema Mecanico de Traslacion AUTOMATICA

Y DISENDO

Modelo Matematico
Representado en variables de estado.

—P:L‘l(t)

K

—>x3(t)

y(t)

uy— AN\ —

—>

Mo

NANNANN

L9 (t)

Se eligen como variables de estado
Velocidades en las masas
Fuerzas en los resortes
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Ecuaciones de estado y de salida.

y(t) = %5(t)

%() = ==X (0) + = u()

X, (t) = Kx, (t) = Kx, (1)

1 B

(1) = = (1) = (1)
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Modelo Matematico
Forma matricial de las e cuaciones de estado y de salida.

e ] 1

% (t) O M.

X,(t) |=| K 0

. O i

_XS(t)_ M2
yt)=[0 0 1

0
- K
_ B
M,
%, (1)
X, (t)

1

xt)] | '™,
X,(t) [+] 0 [u(®)]
0

| X5(t)_

| X5(1)_

+[0] [u(t)]
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Modelo Matematico
Forma matricial de las e cuaciones de estado y de salida con valores.

- _ _§
<O T8
)fz(t) = 9 _3
X, (1) O 3 -3
[ x(@)
yt)=[0 0 1 x,(t)
| %(1)

X, (t)
X, (t)

 X5(t)

+[0] [u(t)]

O OoOuUl|lw

[u@)]
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Modelo Matematico
Forma matricial de las e cuaciones de estado y de salida con Matlab.

num=[0 2];

den=[1 3 4 2];
sys=tf(num,den)

[A, B, C, D]=tf2ss(nhum,den)

La representacion en espacio de estado no es unica
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Respuesta del sistema

Respuesta del sistema usando ODE45 de Matlab
La representacion se hace en espacio de estado

Se implementa una funcidn con ecuaciones en primera
derivada

function dxdt=Fn_sistema(t,x)

B=1;, M1=5/3; M2=1/3; K=10/9; u=1;
dxdtl=-(1/M1)*x(2)+(1/M1)*u;
dxdt2=K*(x(1)-x(3));
dxdt3=(1/M2)*x(2)-(B/M2)*x(3);
dxdt=[dxdt1l dxdt2 dxdt3]’;
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Respuesta del sistema
Respuesta del sistema usando ODE45 de Matlab
Se invoca la funcion que ya se disefid

tf=0:0.1:5; x0=[0 0 0],

[t,x]=0ded5('Fn_p3',tf,x0);

subplot(311), plot(t,x(:,1)); grid on
xlabel("Tiempo[=]segundos’); ylabel('Vel M1(m/s)");
subplot(312), plot(t,x(:,2)); grid on

xlabel("Tiempo[=]segundos’); ylabel('Fuerza resorte K (kg/s"2)";
subplot(313), plot(t,x(:,3)); grid on

xlabel("Tiempo[=]segundos’); ylabel('Vel M2=yt (m/s)’);
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Ve VBt (s) FlerzaresateK(gs) Wl MI(is)

Respuesta del sistema
Resultados con el comando ODE 45

Tiempo[=]segundos

/'/*)”L/—
1
| R ‘r*******f*******\*******ﬂ*******‘r***************\*******‘l’ ****** -
|
1
| | | | | | | | |
(@) 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tiempo[=]segundos
\ \ PR —
1 1
e i *******\*******ﬂ*******‘f***************\*******‘l’ ****** -
|
1
e 1 [ [ | [ [ | [ [
(0] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tiempo[=]segundos
I I I P T
_ | |
| | |
L e e = **\*******ﬂ*******‘f ******* L*******\*******“F ****** ]
|
1
| | | | | | | |
(0] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
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Respuesta del sistema
Respuesta del sistema ante una entrada sinusoidalc  on Matlab

syms s yt

Hs=2/((s"3)+(3*(s"2))+(4*s)+2)

% respuesta ante una entrada sinusoidal de amplitud 1 y frecuencia 5
Ys=(2/((s"3)+(3*(s"2))+(4*s)+2))*(5/(s"2+25))

yt=ilaplace(Ys)

pretty(yt)
yt = 105/8177*cos(5*t)-73/8177*sin(5*t)+5/8177*(629-650*cos(t)+52*sin(t))*exp(-t)
para graficar la y(t) calculada con Matlab
t=[0:0.01:3];
Yt=eval(yt);
plot(t, Y1)
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Respuesta del sistema ante una entrada sinusoidal c

Velocidad [m/s]

Resultados en Matlab

on Matlab
Comparacion de graficas con el comando Isimy con el comando ilaplace
1 I I \
ilaplace
08 t--R-H4F-H-t-F--1F-4--H-4Fr-H -t =t--R-4F-H-H+-H-- Isim

Tiempo [seq] (sec)
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Analisis de la respuesta en frecuencia en Matlab

num=[0 0 0 2];
den=[1 3 4 2];
sys=tf(num,den)

bode(sys)
grid on

Diagramas de Bode con Matlab

Magnitude (dB)

Phase (deg)

-100

-120

-90

-180

Bode Diagram

ool d L L1l

B
-2 -1 0

10 10 10

Frequency (rad/sec)

10"

10°
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Calculo de magnitud y fase desde la respuesta en el tiempo

Comparacion de gréficas con el comando Isimy con el comando ilaplace Comparacion de graficas con el comando Isimy con el comando ilaplace
1 : B ; ; ‘ i \ L ‘ I I
Input; In(1) Input: In(1) : laplace | Input: '”(1)_ ! ilaplace
0.8 1 Time(sec):9.11 | | Time (sec):10.4 - - Ak Jl- 4 Isim 08 =17 717 7711 Time _(Sec?' 785 oo NIl Isim
Anmplitude: 1 Amplitude: 1 | ; ‘ Ampliude: 1 : :
‘ o738 A e e A S B -
06 ---H-H-H-H-F-1 -k -[-[+-+ Attt I R HETETt . ; ; ;
| | | | | |
| | | o e i e -
4 77777777777777777777777777777777777777777777777777777777 | | I I
0 T ‘T 1 : System: Isim | |
1 | | & 02--rrFrr [ S Time (sec): 7.43 |+ — 4
= 20l A AT T T T I et FEEFTET = E | Amplitude: 0.0157 ‘
E | | ° 0 %l
o o
[ Q
k=] o
3 ‘ ‘ L 02- bt LLE b 4 A A A A -H-H- .
2 02 L HHHoH {11 1 1 T e L : |
‘ | 04 -t bttt bbb bbb b4 A A A=A -H-H-H-F
04 L HH-H-H - o o A L R LLELELE H
‘ ‘ 0.6~ -1~ AT FAFAFAF AR A AT A R -H-H-H-F
060 H-H-H-H-H-H-H-H-HAT WA AT A AFAF At
08-4-Y-t- -4 dFAFAFAEAF A F -l -l ==K - - -H-H-H-H-}
_0_8,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,i‘,,,,,,,L ,,,,,,, — 4 4|— 4= U
! ! ! 1! I I I I I |
0 5 10 15 20 25 30
- | | | | |
Y 5 10 15 20 25 30 Tiempo [seg] (sec)
Tiempo [seg] (sec) T =T, — T, =785—743 =042

T=I,-T,=104-911 =1.295s
_Tp*360 _042-360
L T R
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Magnitude (dB)

Phase (deg)

Bode Diagram

System: sys
Frequency (rad/sec): 5.01
Magnitude (dB): -36.1

O T ——— =TT .

[

[

X

I I I [ I I I N I I I [ B A
901l NG

I I I I [ I I I [ R I I I I (] [

[

I I I I [ I I I [ R I I I I (] ::
A0 b e b N

I I I \\\\\: I I I \\\\\: I I : ::::::

| el

P N N N L S S I B RS S S B ] oo

1072 10 10° Frequency (rad/sec): 5.04 *

Ph deg): -235
Frequency (rad/sec) ase (deg)

]

e

Verificacion de magnitud y fase desde diagramas de Bode

= 10"/20 = 0.0153
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Modelo Matemaético
Representado en diaarama de bloaues.

:L(f)—ié—» [ i ﬂb | _,__,y(t)

_|_
O

diagrama se implementa a partir de las ecuacionesy a planteadas



Ba 4 Universidad
h:‘ Pontificia Modelaje y Simulacion
4. Bolivariana

de un Sistema Mecanico de Traslacion AUTOMATICA

Y DISENDO

Modelo Matematico
Implementacion del diagrama de blogues en simulink
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Modelo Matematico

Respuesta del sistema desde el diagrama de blogues e

Vel[m/s]

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

comparacion gréaficas

simulink

step

Tiempo[s] (sec)

n simulink
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Conclusiones

*El modelo obtenido del sistema mecanico de traslacion es un modelo simplificado
para el caso lineal, invariante y de parametros concentrados y limitado al movimiento
en un solo plano, pero es un modelo que muestra el comportamiento de un sistema
real equivalente de manera muy aceptable.
sLa simulaciéon es muy importante porque permite verificar la validez del modelo y
evaluar el comportamiento del sistema a partir de la forma grafica de las respuestas.
» La disponibilidad actual de simuladores como Matlab y Simulink permite
implementar la solucion numeérica de calculos que son laboriosos de resolver en
forma analitica.
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